LYCEE DE YEUMBEUL: 2008-2009

Classe lere 51 :

SERIE D’EXERCICES: Polynbme-Equations-Inéqguations-Systémes:

Exercice 1:

On considere I'expression :
P (x) =2—1n[(x+«/x2 —1)" + (x—=Vx2=1)"]

1) a)Calculer P pourX 6{1;2;3;4}.

b) Vérifier sur les résultats du a) que :

Pn(x)—xPn_l(x)+%Pn_2(x) =0 (n €{3;4}).

2) Onpose U=X++X* -1, v=Xx—+x*—1.

a)Calculer u+v et uv .Exprimer P, (x) en fonctionde uetv

b) Calculer (U™ +Vv" ™) (u+V)

En déduire que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala3,on a:
1
Pn (X) = XPn—l(X) + Z Pn—z (X) =0.

3) Déduire des résultats ci-dessus que P, (x) est un polyndme de degré n.

Exercice 2 :
Prouver que le polynome :

P(x) = x* +4x% +12x* +16x +16 est le carré d’un polyndme que 'on déterminera
Exercice 3 :

1) Soit P(x) un polyndme de degré n. Quel est le degré du polynéme :
Q(x) = P(x) - P(x—1)
2) On considére, s'il en existe, des polynomes f, (X) tels que :
f.(0)=0 et f (x)- f (x—1)=x"

a)Prouver que f, (X) est de degré k+1
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b) Prouver que f,(X) est divisible par x* + x
3) a)Déterminer le polynéme f, (X) pour k e{1;2;3;4}.

b) Déduire de I’étude ci-dessous I’expression en fonction de n de chacune des sommes :
S =>i"  (ke{,23;4})
i=1

Exercice 4 :
Les lettres a et b désignant deux réels distincts, on donne le polyndme P(x) défini par :
P(x) = a’*(b—x)+b’(x—a)+ x*(a—h).
a) Prouver que P(x) est divisible par (x-a)(x-b).
b) En déduire que, si a, b, c sont trois réels distincts, alors P(c) est divisible par
(a-b) (b-c)(c-a).
Déterminer le quotient. Ecrire I’égalité ainsi obtenue.
Exercice 5 :
Déterminer les réels p et q de fagon que Xx* + px+q soit factorisable par ~ X* + px +q

Exercice 6 :

Résoudre dans IR les inéquations suivantes :

4 3 _ 3 _
(x3 +42)(x 8) 50 b) 27X 4+20x 7 S
X+ X +Xx+1 X" +4X

(X ~D@A-x")(x* +9) _ 0
(4x* =)(4x* -9)

0

Exercice 7 : Démontrer que :

1.1 X )
VXxe IR xe[-=;Z] = | ==X | <X°
2 2 2

1 1
En déduire une majoration pour |x| < > de (1+x) 2

Exercice 8 : Démontrer que :

vV Xe |R,X€[-l,£] = (1+§—x2)2£1+x.
2 2 2
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En déduire que :
vV Xe [-%,%] = 1+§—x2sxll+x.

Exercice 9 :

n+1

Déterminer les réels a et b de fagcon que le polynéme ax"™ +bx" +1 soit divisible par

(x+1)?
Exercice 10:
On considére I'équation (E) : (M+1)?> —(M+3)x+m—3=0 oum est un réel.

1) Résoudre dans IR (E) si m=-1

2) On suppose que m#-1.Déterminer les valeurs du paramétres m pour les quelles.
a) (E) admet deux solutions de signes contraires

b) (E) admet 2 solutions distincts négatives.

Exercice 11 :

Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes :

1) X +x+1=3x-1 2) VA2 +4x+1=+/x* —5x+6
3) J—x+1+/x+3=2 4) Ix+1+x+2>2

5) 4x* —5x% +1<0 6) VX2 —Xx—m < x—1
7) N-4X* +x+5 =[2x+2| 8) V=X® +X+1<x-5
9) Vx+Vx+1=2x+1 10) VX* +6X+6 >[2x+1]

11) Vx+1+x=1=2Jx 12) f3-2x +5+2x =4
12) 2x+1-+/2x-1>1 13) VBx+2 —/3x <Jox—2
14) X+ 4 +x -1 > J4x +5 15) VX +3x2 —x+1=x—3
16)\/(m—1)x2 +mx+1<2x+1 17) V24X > mx+1
Exercice 12 :

Soit P le polyndme définie par :
P(x) =x*-2(2m-3)x+m* —=3m+3

1. Déterminer les valeurs du parametre réel m pour lesquelles P a deux racines distinctes.
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2. Déterminer les valeurs du nombre réel m pour lesquelles P a une racine double et calculer,
dans chacun des cas, cette racine.

Exercice 13 :

Peut-on trouver deux nombres réels tels que leur somme et leur produit soient égaux a un méme
nombre réel k ? Discuter suivant la valeur de k

Exercice 14 :
On considere I'’équation d’inconnue x :
x> +m(m+3)x+m® =0
Déterminer le nombre réel m pour que cette équation ait deux solutions « et £ telles que
a’=p
Exercice 15:

Déterminer le réel a de fagon que, pour tout réel x, on ait :

2
3 x2+ax 2<2
X —x+1

Exercice 15 :
1) Déterminer un polynéme P(x) de degré k+1 tel que P(x+1)—P(x) = x*

(pourk € {1;2;3;4}).

n
2) En déduire la sommez pk .
p=1

Exercice 16 :
1) Déterminer un polynéme de degré 3 tel que pour tout réel
P(x)—P(x—1) = x* —x
2) En déduire lasommeS: S=1x2+2x3+...... +n(n+1)
Exercice 17 :
On se propose de résoudre le systéme :

X+y+z=0
(S)4x* +y*+2* =6
X*+y*+2°=6

1) Montrer que (S) est équivalent a (S')
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X+y+z=0
(S)<xy+yz+2zx=-3
Xyz =2

2) Endéduire que x,y et zsont des solutions de I'équation :
(E): X*-3X-2=0
3) Résoudre alors (E), puis en déduire les solutions de(S’).

INDICATION : Donner les formes factorisées et développées d’un polynéme de degrés n qui admet
n racines.

Exercice 17 :

Etant donne un triangle ABC, on considére I'application f du plan &7 dans IR, définie par :

f (M) = MA? + MB? —2MC? pour tout point M appartenant a 7 .

2

— AB
1) Démontrer que, pour tout point Mduplan: f(M)=4IC.JM +

oulestle

milieu de [AB] et J le milieu de [IC].
2) En déduire que la ligne de niveau k de I'application f

3) Pour quelles valeurs de k la ligne de niveau passe-t- elle par C ?

Exercice 1 :

2 2 2 2
. X"+ X X~ —X
1)Montrer que, pour tout nombre réel x : ( > ] —( > j =X

2 2
1) Soit f le polynéme défini par ; f(x) = [X X]

2
Démontrer que : f(x+1)— f(x)=x’

2) En déduire que la meilleure forme factorisée de la somme en fonction de n des n
Premiers entiers naturels élevés au cube : S, =1° +2° +3° + ...+ (n+1)* +n’.
Application en déduire : S,, =1° +2° +3° + ... +19° + 20°.

Exercice 2 :

Soit b, ¢, d et e des nombres réels et a un nombre réel non nul et f le polyn6me défini pour
tout nombre réel x par:  f(x)=ax* +bx® +cx® +dx+e
1) On considére la propriété (P) suivante : pour tout nombre réel x non nul,

o
X X

a)Démontrer que si f vérifie la propriété (P), et si a est une racine de f, alors — est
a

également une racine de f.
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a=e
b) Démontrer que f vérifie la propriété (P) si et seulement si : {b g
En déduire que 0 n’est pas une racine de f.

2) Soit le polyndme H défini par H(x) = 3x* —8x® +3x* —8x+3
Montrer que I'équation H(x) =0« (E):3X?*-8X -3 ou X = X+1.Résoudre (E)
X

puis en déduire les racines de H(Xx).

Exercice 3 :

X2

X+1
1) Déterminer le domaine de définition de f .
2) Montrer que le point Q(—1;—2) est centre de symétrie de la courbe de f .
3) On considére la restriction de f al'intervalle ]0;+oo[ notée h et définie par :
h :]0;+0o[ — ]0;+00]
XZ

x+1
a)Montrer que h est une application bijective.

b) Déterminer I'expression de h™(x)
c) En déduireh™(2).
Exercice 4 :

Soit f la fonction définie par: f(x) =

X

X
Soit f la fonction définie par f(Xx)=
V1+ X2

1) Déterminer le domaine de définition de f puis étudier la parité de f .
2) a)Calculer le taux d’accroissement de f entre X, et D, ou X, et X, appartiennent a
D,.

b) En déduire le sens de variation de f .
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